Liczcbowe funkcje rekurencyjne wielu
zmiennych — uczymy sie na btedach

Artykut prezentuje implementacje funkcji rekurencyjnych wielu zmiennych w jezyku F# oraz sposéb wyswietlania
wartosci tych funkcji. W artykule zaprezentowane réwniez zostanie podejscie, ktére pomoze zrozumieé, w jaki mozna
uczy¢ sie tworzenia funkcji rekurencyjnych wielu zmiennych oraz jakich btedéw nalezy przy tym unikaé. Funkcje
rekurencyjne s3 wazne w wytwarzaniu oprogramowania, poniewaz istniejq takie problemy, ktére o wiele tatwiej mozna
zaimplementowac rekurencyjnie niz w sposéb jawny. Dzieki niej tatwo jest wykona¢ wiele zadan, w ktorych potrzeba jest
wynikéw czastkowych do obliczenia catosci. Istniejg problemy, ktére o wiele prosciej mozna zapisac¢ rekurencyjnie niz w
sposdb jawny. Rekurencja jest trudna, wiec i jej testowanie nie jest proste. W artykule zostang omoéwione funkcje
rekurencyjne liczbowo-liczbowe, zas$ jezyk F# postuzy tylko do implementowania tych funkcji. Pokazany zostanie rowniez
sposdb, w jaki mozna wykrywac defekty funkcji rekurencyjnych.

1. Wstep

Jezyki programowania takie jak Java, C++, Python s3g jezykami, ktére wykonujg sekwencje zadan
zdefiniowane jawnie przez programiste. Jezyk F# jest jezykiem funkcyjnym. Programowanie
funkcyjne dziata inaczej niz programowanie sekwencyjne, poniewaz aplikacje tego typu nie wykonuja
zadan sekwencyjnie, tylko wyznaczajg jedynie wartosci poszczegdlnych wyrazen. Programy funkcyjne
sktadajg sie gtéwnie z funkcji, ktére sg ich podstawowymi elementami. Gtéwna funkcja sktada sie
tylko i wytacznie z innych funkcji, ktore z kolei sktadajg sie z jeszcze innych funkcji, a ta cecha daje
mozliwos¢ tworzenia funkcji ztozonych. Takie podejscie jest czysto matematyczne — funkcje przyjmuja
pewng liczbe zmiennych i zwracajg wynik (stgd pomyst na wykorzystanie jezyka F# w artykule).

Analogicznie jak w innych jezykach programowania, w F# mozna pisa¢ programy przepisujgc po
prostu zatozenia. Jednak nie wszystkie programy funkcyjne mogg powstaé tylko za pomoca
przepisania zatozen. Takie podejscie, w ktdrym zatozenia przepisywane sg w postaci kodu, nie jest
efektywne w duzej liczbie przypadkéw. Efektywny program moze by¢ trudniejszy do napisania i nie
zawsze jest tak przejrzysty jak jego nieefektywny odpowiednik. W przypadku programowania
funkcyjnego nie powstajg takie problemy jak kolejnos¢ wykonywania instrukcji, zmiana wartosci
zmiennej w nieoczekiwany sposdb, co poprawia czytelno$é programéw, utatwia ich weryfikacje i jest
pewnego rodzaju ufatwieniem [1]. Projektowanie funkcji rekurencyjnych wielu zmiennych nie jest
jednak rzecza trywialna. tatwo mozna popetni¢ btgd podczas ich implementacji, co zostanie pokazane
w artykule.

2. Funkcje rekurencyjne z jedng zmienng

W tym rozdziale zostang zaprezentowane funkcje rekurencyjne jednej zmiennej w jezyku F# i ich
wybrane wartosci.

Przyktad 1. Zatézmy, ze chcemy obliczy¢ wartos¢ funkgji f opisanej rekurencyjnie dla wartosci 6:

1, n=1
fm)={2f(n—1)+n,n>1

W jezyku F# implementacja takiej funkcji bedzie miata postaé:



open System.Threading

let rec f n = //deklarowanie funkcji rekurencyjnej dla zmiennej n
if n =1 then 1
else 2*f(n - 1) + n

let function_result = f 6//func 6 = func(6)

printfn "%d" function_result
Thread.Sleep(3000)

Wartos¢ funkcji f dla liczby 6 jest rowna 120, co wida¢ po wywotaniu powyzszego kodu na konsoli:

Programfs + X

[F#| FunkcjeRec ~ & Program

Elopen System.Threading

B | C\Users\MAREK ZUKOWICZ\source\repos\FunkcjeRec\FunkcjeRec\bin\Debug\FunkcjeRec.exe

o,

printfn "%d" function_result
Thread.Sleep(QbGB)

W jezyku F# wciecia sg istotne, analogicznie jak w jezyku Python — traktujemy je jak ciato metody
(np. {} w jezyku C#). Jezeli chcemy otrzymaé wartosci funkcji f dla kilku liczb, to mozna to zrobi¢ za
pomoca petli for:

let rec function_f n =
if n =1 then 1
else 2*function_f(n - 1) + n

let function_result = 0
let list = [1;2;3;4;5;6;7;8;9;10] //Deklarowanie listy argumentdw.
for i in list do //Deklarowanie petli for

printfn "%d" function_f(i) //wyswietlanie wartosci na konsoli

Thread.Sleep(9000)

Po wywotaniu wyzej przedstawionego kodu otrzymamy kolejno liczby 1, 4, 11, 26, 57, 120, 247, 502,
1013, 2036, co réwniez zostato wyswietlone na konsoli:



B | C\Users\MAREK ZUKOWICZ\sourc e\repos\F_Sharp_Project\F_Sharp_Project\bin\Debug\F_Sharp_Project.exe - O X

W jezyku F# przetwarzanie danych mozna osiggna¢ poprzez uzycie pipeline’éw [3]:
tab |> List.map f |> List.iter (printfn "%d" )

Jezyk F# na biezgco sprawdza, czy funkcja bedzie mogta osiggnac niedozwolone wartosci ze wzgledu
na jej charakter.
Przyktad 2. Jesli zmienimy funkcje f w nastepujacy sposdb:
1, n=1
FM=12fm-1)+ g,n >1 ™

to matematycznie, jest to niepoprawny zapis, poniewaz wartosciami funkcji rekurencyjnej f moga
by¢ liczby naturalne. Wyrazenie 2f(n—1) + ; spowoduje, ze co druga wartos$é¢ bedzie utamkiem.

Jezyk F# wytapie taki btad, od razu bez skompilowania programu, co widaé na obrazku:

function_f n =
= 1 then 1
e 2*function_f(n - 1) + ©.5*n

@ n:int

-0 The type 'int’ does not match the type ‘float’

t function_result

tab = [1;2;3;4;5;6;7;8;9;10]
or i in tab do

Jest to bardzo cenna uwaga. Nie mozemy mnozy¢ funkcji z pomniejszonym argumentem przez utamki
oraz nie mozemy dodaé¢ do niej utamka. Z jakosciowego punktu widzenia obstuga wyjatkéw jest
konieczna — uzytkownik, ktéry wprowadzit niepoprawne dane bedzie wiedziat, ze bfad jest po jego
stronie a nie po stronie programu.

3. Funkcje rekurencyjne wielu zmiennych

Funkcje rekurencyjne mogg by¢ zdefiniowane za pomocg kilku parametrow. Jednak
zdefiniowanie funkcji rekurencyjnej wielu zmiennych nie jest zagadnieniem trywialnym i wymaga



doswiadczenia. Jezeli chcemy zaimplementowac funkcje rekurencyjng wielu zmiennych, to nalezy j3
tak zdefiniowaé, aby zawsze istniata dla niej mozliwos¢ osiggniecia warunku poczatkowego, do
ktérego moze sie cofngé. Jest to niezbedny krok podczas obliczania wartosci funkcji rekurencyjnych.
Jezyk F# jest bardzo dobrym narzedziem, ktére pozwoli zrozumieé sposdb definiowania takich funkcji.
W przyktadzie 2 pokazany zostat btgd dla przeciwdziedziny funkcji (zbioru wartosci), o ktérym
poinformowato nas srodowisko do programowania.

Przyktad 3. Zatézmy, ze mamy zdefiniowang nastepujacg funkcje:

1, n=mvm=0
f(n'm)z{f(n—l,m)+ fln—1,m—-1),n>m

Funkcja narzuca warunek, ze n = m. Poniewaz jest to funkcja rekurencyjna, tom,n € N. tatwo
sprawdzi¢, co sie stanie, jesli funkcja nie bedzie zawierata takiego warunku dla pary liczb (3,5):

let rec Func(n,m) =
if (n=m || m=0) then 1
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1)

printfn "%d" (Func(3,5)
Thread.Sleep(9000)

Po uruchomieniu VS dostaniemy komunikat: System.StackOverflowException: ‘'Exception of type
'System.StackOverflowException' was thrown.' co wida¢ na obrazku:

Program.fs ® X
[F#| FunkcjeRec ~ &2 Program
Func(n,m) =
L ®
Func(n-1,m) + Func(n-1.m 1)
Exception Unhandled

printfn "%d" (Func(3,5))| o )
System.Threading.Thread.Sleep(! System.StackOverflowException: "Zgtoszono wyjatek typu

‘System.StackOverflowException'.'

P Exception Settings

Rysunek 3: Przyktad wyjatku funkcji Func dla argumentu (3,5)

Wobec tego taki przypadek musi zosta¢ uwzgledniony w definicji funkcji. Mozna to zrobi¢ w
nastepujacy sposéb [2]:

Przyktad 4.

let rec Func(n,m) =

if n < m then
raise (System.Exception "n < m") // funkcja, ktéra zwraca wyjgtek
elif (n=m || m=0) then 1
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1)



let Func_result = Func(5,3)
System.Console.WritelLine(Func_result)
System.Threading.Thread.Sleep(5000))

albo w nastepujgcy sposéb:
Przyktad 5.

let rec Func(n,m) =
if n < m then
failwith "Niepoprawne argumenty funkcji" // funkcja, ktéra zwraca wyjatek
else if (n =m || m = @) then 1
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1)

let Func_result = Func(5,3)
System.Console.WriteLine(Func_result)

System.Threading.Thread.Sleep(5000)

W jezyku F# istnieje mozliwos$¢ rozwigzania problemu z niepoprawnymi argumentami za pomoca
uzycia bloku try .. with, jednak ten blok nie zawsze zadziata, poniewaz nie kazdy rodzaj wyjgtku
moze zostac przechwycony. Kod programu mégtby wyglada¢ nastepujaco:

Przyktad 6.

let rec Func(n,m) =
try
if (n=m || m=0) then 1
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1)
with | :? System.SystemException -> printfn "Niepoprawne argumenty"; @
// klauzula, ktéra rzuca wyjatek, jednak wymaga podania wartosci, ktoéra funkcja ma
// zwrdécic¢ w przypadku wyjatku, co nie jest najlepszym rozwigzaniem.

let Func_result = Func(5,3)
System.Console.WriteLine(Func_result)

System.Threading.Thread.Sleep(5000)

Jednak w tym przypadku blok try .. with zostanie pominiety, poniewaz wyjatek typu
System.StackOverflowException to jest jeden z dwdch rodzajéow wyjatkéw, ktérych nie mozna
przechwyci¢. Taki wyjatek powstanie np. dla argumentu (4,5). Wykorzystujac funkcje przedstawiona
w przyktadzie 4 otrzymamy taki komunikat w przypadku podania niepoprawnych argumentow:

Programfs + X
¥%] Funke 3 = Program

Func(n,m) =

(System.E ion "n < ®
(n=m[] ) 1
Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1) Exception Unhandled

Func_result = Func(4,5) System.Exception: 'n < m’

System.Console.WriteLine(Func_result)
System,Threading.Thread.Sleep(5@e8)

P Exception Settings

Rysunek 4: Przyktad uzycia klauzuli raise



Widzimy, ze zostat zwrdcony wyjatek n < m. Chcac wyswietli¢ wartosci naszej funkcji dla zbioru
argumentow, mozemy uzy¢ tabeli i petli for, tak jak nizej:

let rec Func(n,m) =

if n < m then
raise (System.Exception "n < m")
else if (n =m || m = @) then 1
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1)

let list =
[(5,5);(5,4);(5,3);(5,2);(5,1);(5,0);(6,6);(6,5);(6,4);(6,3);(6,2);(6,1);(6,0)]

for i in list do printfn "%d" (Func(i))
System.Threading.Thread.Sleep(5000)

Konsola wyswietli takie wyniki:

B | C\Users\MAREK ZUKOWICZ\source\repos\FunkcjeRec\FunkcjeRec\bin\Debug\FunkcjeRec.exe

W=
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Wyniki naszej rekurencyjnej funkcji sg, jak wida¢, symetryczne. Dzieje sie tak, poniewaz nasz
,tajemniczy” rekurencyjny wzér to dwumian Newtona:

n
()
dla ktérego ma miejsce wiasnos¢:
n n
(n — m) B (m)
Jezyk F# pozwala uczyé sie metoda prob i btedéw, a przez to wycigga¢ wnioski na przysztosé

(analogicznie jak inne jezyki programowania). Sprébujemy, w celu przeprowadzania doswiadczenia,
zmodyfikowac wzér funkcji:

1, n=mvm=20
FOm =t 1 my+ fln—Tom— Dy > m

Nowy wzér bedzie miat postac:

( )= 1, n=mvm=20
gunm _{Zg(n—l,m)+ 2g(n—1,m—-1),n>m

Dla argumentow {(5,5);(5,4);(5,3);(5,2);(5,1);(5,0);(6,6);(6,5);(6,4);(6,3);(6,2);(6,1);

(6,0)}, funkcja g zwrdci wartosci:



]

Funkcje f mozna zmodyfikowaé na wiele sposobow. Znacznie ciekawszy jest nastepny przyktad

funkciji:

h( )_{ 2, n=mvm=0
nm) = 2h(n—1,m)+ h(n—-1,m—-1)+2,n>m

dla ktdrej kod programu moze by¢ nastepujacy:

let rec Func(n,m) =
if n < m then
raise (System.Exception "n < m")
else if (n =m || m = @) then 2
else 2*Func(n-1,m) + Func(n-1,m-1) + 2

Dla tablicy argumentéw takich, jak w poprzedniej funkcji, zwracane sg nastepujgce wartosci:

B | CAUsers\MAREK ZUKOWICZ\source\reposiFunkcjeRec\FunkgjeRec\bin\Debug\FunkcjeRec.exe

Z modyfikowaniem funkcji nalezy jednak postepowac ostroznie. Jedna mata zmiana
spowodowac, ze funkcja jest niepoprawna, np.:

let rec Func(n,m) =

if n < m then
raise (System.Exception "n < m"
else if (n =m || m = @) then 2

moze



else Func(n-1,m) + Func(n-1, m-2) // zmiana na m-2
let list = [(515);(5.»4);(5:3)3(5:2);(5:1);(5)0)]3

for i in list do printfn "%d" (Func(i));
System.Threading.Thread.Sleep(5000);

Tak zdefiniowana funkcja zwrdéci wyjatek dla argumentu (5,3):

B | C\Users\MAREK ZU KOWICZ\source\repos\FunkcjeRec\FunkcjeRec\bin\Debug\FunkcjeRec.exe

Process is terminated due to StackOverflowException.

Rysunek 8: Przyktad wyjatku wyzej opisanej funkcji

Program.fs #® X

[F¥] FunkcjeRec
Func(n,m) =
. ®
(System Sxception "n < m")
(n : Exception Unhandled

Func(n
System.StackOverflowException: 'Zgtoszono wyjatek typu

list = [(5,5 ‘System.StackOverflowException'.'

i list
System.Threading

P Exception Settings

Aby dowiedzie¢ sie co poszto Zle, nalezy wykonaé analize wywotania funkcji dla argumentu (5,3).
Niech funkcja j(n, m) bedzie dana wzorem:

% )_{2, n=mvm=0
Jinm) = jn—1m)+ j(n—1,m-2),n>m

zatem:
j(6,3) = j43)+ j(41) =jB3)+jB1 +,;B1)+j3B,-1)
Sprébujemy teraz obliczy¢ warto$¢ funkgji j(3, —1), czyli uruchomic funkcje:
let rec Func(n,m) =
if n < m then

raise (System.Exception "n < m"
else if (n =m || m = @) then 2



else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-2)
let list = [(2,-1)];

for i in list do printfn "%d" (Func(i));
System.Threading.Thread.Sleep(5000);

Po uruchomieniu od razu otrzymujemy wyjatek:

Program.fs # X
F#| FunkcjeRec ~ = Program
Func(n,m) =

IEREETT ®

n Exception Unhandled = X

(System.Exception "n <
(n =m || m = B) System.StackOverflowException: 'Exception of type "System.StackOverflowException' was

Func(n-1,m) + Func(n-1,n thrown:

tab = [(3,-1)];
i tab System.Console.Wri

System.Threading.Thread.Sleep(500¢

P Exception Settings

Rysunek 9: Przyktad wyjatku funkgji j dla argumentu (3,-1)

Nasuwa sie wniosek, ze funkcja, ktérg wywotujemy bedzie dziata¢ tylko dla liczb nieujemnych. Wobec
tego wprowadzimy dodatkowg walidacje w kodzie, a mianowicie:

let rec Func(n,m) =

if (n<m || m<o || n< o) then
raise (System.Exception "n < m albo n, m < @")
else if (n =m || m = @) then 2
else Func(n-1,m) + Func(n-1,m-2)

let list = [(2,-1)];

for i in list do printfn "%d"(Func(i));
System.Threading.Thread.Sleep(5000);

Po wywotaniu otrzymujemy wyjatek z trescia:



~ = Program
Func(n,m) =
(n<m||m<o || n<a)
| (System.Exception "n < m albo n, m < @") ®
(n=m|| m=0) 2
Func(n-1,m) + Func(n-1,m-2) Exception Unhandled

list = [(2,-1)]; System.Exception: 'n < m albon, m < 0’

i list printfn "%d"(Func(i));
System.Threading.Thread.Sleep(5000);

P Exception Settings

Rysunek 10: Zwrdcenie wyjatku przez zmodyfikowana funckje j
Teraz juz mamy zabezpieczenia przed niepoprawnymi argumentami dla naszej funkcji.

Przyktad 7. Zatézmy, ze chcemy sprawdzi¢, czy poprawna jest definicja funkcji rekurencyjnej dwdch
zmiennych postaci:

1; n*m=4
fn,m)={2+ f(n—1m-1),n=>2mn+m=+4
2+ f(nm—-1), n<mnsm=4

W jezyku F# taka funkcja bedzie miata postac:

let rec Func(n,m) =
if (n*m = 4) then 1
else
if (n >= m ) then 2 + Func(n-1,m-1)
else 2 + Func(n,m - 1)

let tab = [(2,1)]
for i in tab do System.Console.WriteLine(Func(i))
System.Threading.Thread.Sleep(5000)

Aby dowiedziec sie, czy taka funkcja jest poprawnie zaimplementowana, mozemy wykona¢ analize
klas réwnowaznosci, znang w testowaniu oprogramowania. Funkcje rekurencyjne dziatajg na liczbach
catkowitych, co utatwi naszg analize. Klasy réwnowaznosci podzielone beda na zbiory, ktére
utworzone zostang na podstawie warunkdéw funkcji f (n, m):

a) m*m =4, czyli beda to np. pary {(1,4), (2,2), (4,1), (—1,-4),(—2,-2),(—4,-1)},
b) n=>mans*m=#4,np.{(1,1),(2,1)},
c) n<manxm=*4,np.{(1,2),(2,3)}

Wywotanie funkcji f dla klasy z podpunktu a) daje wynik 1. Préba obliczenia wartosci funkcji f dla
danych wejsciowych z podpunktu b) np. (2,1 konczy sie wyjatkiem
System.StackOverflowException: ‘Exception of type 'System.StackOverflowException' was thrown.'
Analizujgc btad otrzymujemy:

f21)= 2+ f10=2+24+f0,-1)=24+2+2+f(-1,-2) ="

W taki sposdb funkcja nigdy nie osiggnie warunku poczgtkowego, zatem jej przepis jest
niepoprawny. Warunek poczgtkowy musi by¢ tak zdefiniowany, aby byt mozliwy do osiggniecia dla
kazdych danych wejsciowych — rowniez przy funkcjach rekurencyjnych, ktdre nie dziatajg na liczbach.

Przyktad 8. Rozwazmy taka funkcje:



1; n*m=4
fn,m) =12+ f(n—1,m,n=>mn*+m=4
24+ f(nm—1),n<mn*m#4

Zanim jednak zaimplementujemy jg w jezyku F#, sprawdzimy, czy ta funkcja jest poprawnie
zdefiniowana. W tym celu nalezy wykona¢ analize poprawnosci definicji dla trzech klas
rownowaznosci ze wzgledu na dane wejsciowe:

(1) nxm =4, cayli {(L4); (2,2); (4,1); (=1, —4); (=2, -2); (=4, — 1)},
(2) n=2manxm * 4,
B) n<manxm # 4.

Ad (1)

Dla danych z klasy (1) funkcja zwrdci odpowiednio wartos¢ 1.
Ad (2)

Dane wejsciowe z klasy (2) mozemy przedstawic nastepujgco:

n=man,m)# (2,2)a (n,m) + (4,1)

Niech zatem n = m oraz n,m > 2. Wéwczas funkcja f bedzie bedzie zmniejszata argument n
podczas kolejnych wywotan, az dojdzie do momentu ze n = m. Jeslin = m, to n zostanie
zmniejszone o 1. Wtedy zadziata cze$¢ 2 + f(n,m — 1). Dzieki temu argumentyn,m = 2w
pewnym momencie i wynik zostanie zwrécony, poniewaz 2 * 2 = 4.Jedlim = 1, to n bedzie
zmniejszane dotgd az bedzie miato wartos¢ 4 (gdy m = 2, to n bedzie zmniejszane az
osiggnie wartosc 2).
Ad (3)
Dane wejsciowe z klasy (3) rowniez nalezy podzieli¢ na kilka przypadkow:
n<ma(nm)=+(1,4)
Analize tej klasy wykonuje sie analogicznie, jak wyzej — to juz pozostawiamy czytelnikowi.
Uruchamiajac kod:
open System
let rec Func(n,m) =
if (n*m = 4) then 1
else
if (n >=m ) then 2 + Func(n-1,m)
else 2 + Func(n,m - 1)
let list = [(1,4);(-1,-4);(-2,-2);(-4,-1);(6,-4);(0,0);(5,3);(5,2);(5,1);(5,0);(-4,6)]
for i in list do
printf "%d"(Func(i))
printf ","
System.Threading.Thread.Sleep(10000)

otrzymujemy zestaw danych wyjsciowych:



B CA\Users\MAREK ZU KOWICZ\source\reposhFunkcjeRec FunkcjeRec\bin\Debug\FunkcjeRec.exe

Rysunek 11: Zbiér wartosci funkcji f dla tablicy argumentéw tab

Na pierwszy rzut oka funkcja rekurencyjna wydaje sie poprawna, ale tak niestety nie jest.
Uruchamiajac wyzej przedstawiony kod dla argumentu (—6, —7) otrzymamy wyjatek:

IF#] FunkgjeRec = Program

System

Func(n,m) =
(n*m = 4)

(n >=m) 2 + Func(n-1,m)

2 + Func(n,m - 1))

list = [(-6,-7)] Exception Unhandled
i list
printf "%d"(Func(i)) System.StackOverflowException: 'Zgtoszono wyjatek typu

printf *," ‘System.StackOverflowException'

System.Threading.Thread.Sleep(1

P Exception Settings

Rysunek 12: Przyktad wyjatku funkcji f

Taka sytuacja wystepuje dlatego, ze nie zostanie osiggniety warunek poczatkowy podczas kolejnych
wywotan. Funkcja f(n,m) zadziata tylko dla liczb nieujemnych (dla pary (0,0) zwrdci wartosé 9),
poniewaz nie ma zaimplementowanych ograniczen dla liczb ujemnych — funkcja z definicji zmniejsza
argumenty, a dla pary (—6,—7) bedzie to robi¢ w nieskoriczonos¢, stad pojawia sie wyjatek. Tylko
liczby ujemne z klasy (a) zwrdcg naturalny wynik.

Przyktad 9. Kolejny przyktad prezentuje funkcje rekurencyjng trzech zmiennych. Zatézmy, ze istnieje
funkcja F trzech zmiennych, okreslona rekurencyjnie zgodnie z regutami:

1) Argumenty sktadowe muszq byc¢ wieksze od 0 i muszq byc liczbami naturalnymi,
2) F(1,1,1) = 2,

3) Jezelin > m,k, tozwracana jest wartos¢ F(n —1,m, k) + 1,

4) Jezelin < k,morazm > k, tozwracana jest wartos¢ F(n,m —1,k) + 1,

5) Jezelin < k,morazm < k, tozwracana jest wartos¢ F(n,m,k — 1) + 1.

Kod tej funkcji w jezyku F# moze by¢ zapisany nastepujgco:

let rec F (n,m,k) =
if (n<1 || m<1]|]| k < 1) then raise (System.Exception "Argument na kazdej
wspoirzednej musi byc¢ wiekszy od 0")
else
if (n=18& m=1 &% k = 1) then 2
else



if (n > m & n > k) then F(n-1,m,k) + 1
else

if(m > k) then F(n,m-1,k) + 1

else F(n,m,k-1) + 1

Podanie samego wzoru funkcji to nie wszystko. Zaimplementowang funkcje nalezy przetestowac.
Sposdb, w jaki opisana zostata funkcja F jest na tyle przejrzysty, ze mozna go utozsamic¢ z opisem klas
rownowaznosci. Mozna zaimplementowaé¢ w kodzie liste, ktéra zawiera element kazdej klasy z
wyjatkiem klasy {(1,1,1);(9,3,3); (2,4,1); (4,5,9)}. Dla takich argumentéw funkcja zwrdci wartosci
odpowiednio: 2,14, 6,17. Dal elementu z klasy 1 np. (0,1,0) funkcja F rzuci wyjatek z trescia
"Argument na kazdej wspoirzednej musi by¢ wiekszy od 0".

Jedna z podstawowych zasad testowania moéwi, ze testowanie gruntowne jest niemozliwe, a
testy przeprowadzone tylko dla jednego elementu z kazdej klasy tez nie sg potwierdzeniem, ze
funkcja zawsze zadziata poprawnie. Nalezy wykaza¢ wobec tego, ze funkcja F zawsze osiggnie
warunek poczatkowy oraz ze nie istnieje wartos¢, dla ktdrej program nie zadziata — rzucenie wyjatku
w tym przypadku nie oznacza niepoprawnego dziatania. W tym celu potrzebna bedzie analiza
matematyczna poprawnosci funkcji:

Jedlin > min > k, to zwracana jest warto$¢ F(n —1,m,k) + 1. Jeéli w wyniku iteracji
dojdzie do sytuacji, w ktérejn < m lub n < k to zwrdécony zostanie wynik F(n,m — 1,k) + 1 — jesli
m > k albo F(n,m,k—1)+1 - jesli m < k. Warto$¢ zmiennej n jest zmniejszana tylko w
przypadku, gdy pozostate wartosci sg mniejsze. Jeslin = klubn = m, to funkcja zmniejszy wartos¢
m albo k. W przypadku, gdy n = m = k, to rowniez zwrécony zostanie wynik F(n,m,k — 1) + 1.
Zmniejszajgc wartosci wspotrzednych w taki sposdb dojdzie do sytuacji, ze zwrdécone zostanie
wyrazenie F(n — 1,m, k) + 1. Jezeli, w wyniku kolejnej iteracji, zmienne m albo k osiggng wartos¢
mniejszg lub réwng wartosci n, to ich wartosci zostang odpowiednio zmniejszone. W ten sposéb
dojdziemy do sytuacji, ze (n,m, k) = (1,1,1), a wobec tego funkcja zwréci wynik dla kazdej trojki
(n,m, k) przy zatozeniu, ze m,n, k > 0.

Nizej na obrazku pokazane s wartosci funkcji F dla danych wejsciowych z listy
(1,1,1); (9,3,3); (2,4,1); (4,5,9); (24,54,78); (11,76,45):

-~ = Program
F (n,mk) =
(n<1||m<1]|] k<1) (System.Exception "Argument na kaz

B CAUsers\MAREK .

(n>m& n > k) F(n-1,m,k) + 1

(m > k) F(n,m-1,k) + 1
F(n,m,k-1) + 1

list = [(1,1,1)5(9,3,3);(2,4,1);(4,5,9);(24,54,78);(11,76,45)]
i list printfn "%d" (F(i))
System.Threading.Thread.Sleep(20000)

Rysunek 13: Wartosci funkcji F dla wyzej wymienionych argumentéw



4. Podsumowanie

Celem napisania artykutu byto pokazanie, jakie problemy mogg wystepowa¢ podczas
implementowania funkcji rekurencyjnych wielu zmiennych. Programowanie jest dobrg praktyka do
uczenia sie implementacji wspomnianych funkcji metodg préb i btedéw. Wyjatki zwracane przez
uruchomiony kod skfaniajg do analizy i wyciggania pewnych wnioskdw, co rozwija umiejetnosci
analityczne, matematyczne, a to z kolei jest dobrg praktykg dla wtasnego rozwoju w branzy IT.
Testerzy oprogramowania znajgc zrédto wyjatkéw, mogg wyciggnaé wiele wnioskdw na przysztosé, co
z pewnoscig bedzie dobrg praktyka przy rozwigzaniu podobnych probleméw. Mogg przewidzied
defekty czy napisac przypadki testowe dla probleméw, ktdre sg analogiczne do tych omawianych w
artykule. Jest to jedna ze strategii testowania stosowana w praktyce. Przewidywanie defektéw jest
rowniez czynnoscig, ktora zapobiega powstawaniu defektéw oraz poprawia jako$é na etapie analizy,
co jest bardzo pozgdang umiejetnoscig wsrdd testeréw oprogramowania.
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